Ogoélna teoria miary
Lista 6 (zbiory miary zero, miara Cantora)

Zad 1. Pokaza¢, ze jezeli zbiory A, B C [0, 1] sa takie, ze m(A)+m(B) > 1,to ANB # ()

Zad 2. Wykaza¢, ze dla kazdego mierzalnego w sensie Lebesgue’a zbioru F i kazdej liczby
a € [0,m(FE)] istnieje mierzalny w sensie Lebesgue’a zbior A C E taki, ze m(A) = a .

Zad 3. Udowodni¢, ze jezeli zbior A C RF nie jest miary zero, to dla kazdej liczby
dodatniej ¢ < 1 istnieje przedzial P C R* taki, ze m(A N P) > c-m(P).

Zad 4. Wykazac, ze C+C = |0, 2], gdzie C jest zbiorem Cantora. Wyciagna¢ stad wniosek,
ze suma lagebraiczna dwoch zbioréw miary zero nie musi zbiorem miary zero.

Zad 5. Pokazaé, ze zbior wszystkich liczb w rozwinieciu dwojkowym postaci 0, ¢, s, ...(2),
gdzie ¢, = 0 przy kazdym n nieparzystym, jest miary zero.

Zad 6. Niech A bedzie zbiorem wszystkich liczb przedziatu [0, 1] majacych rozwiniecie
dwojkowe, w ktorym cyfra 0 nie wystepuje dwa razy. Dokltadniej

A={0,c1,¢9,...(2) : ¢, = 1 lub ¢, 41 = 1 dla kazdego n € N}.
Wykazaé, ze zbior A jest miary zero.

Zad 7. Niech f :[0,1] — R, bedzie funkcja, ktora na kazdym przedziale ,usunietym”
o dlugosci 3% przyjmuje warto$¢ n, a na zbiorze Cantora C okreslona jest dowolnie.
wykazaé, ze zbior

A={(z.y):2€[0,1], 0<y < f(z)} CR?
jest mierzalny oraz znalez¢ jego miare.
Zad 8. Niech f:C — [0,1] bedzie tak zwang funkcjg Cantora:
= 2, .
] = — n € {0,1}.
(%) -5 weon

Pokazaé, ze funkcja f jest ciagla, niemalejaca, poza przeliczalnym zbiorem punktow
roznowartosciowa i nigdzie nie rézniczkowalna, a ponadto jednoznacznie przedtuza sie do
niemalejacej funkeji ' : [0, 1] — [0, 1], ktora jest ciagla, i prawie wszedzie rozniczkowalna.

Zad 9. Niech F: R — [0, 1] bedzie przedtuzeniem funkcji z powyzszego zadania takim,
ze F(z)=0,dlax <0i F(x) =1dlaz > 1. Uzasadni¢, ze wzor

pr(la,b)) = F(b) — Fla)
zadaje na R miare, ktorej nosnikiem jest zbior Cantora oraz obliczy¢ pup([3, 1]).

Zad 10. Opisac¢ miare, ktorej dystrybuanta jest skokowa funkcja Heaviside’a

H(x):{o <0

1 2>0



